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verschiedener Bedeutungen ein und derselben Mitteilung der Universal-
schrift zu beriicksichtigen, wollen wir uns iiberlegen, daf3 eine Mitteilung
offenbar nur dann sinnvoll ein Denkobjekt oder im speziellen eine Zahl
beschreiben kann, wenn im Zeitpunkt des Lesens dieser Mitteilung der
Leser genau eine Zahl der Mitteilung zuordnet. Es ist also ohne weiteres
moglich, daB zwei verschiedene Personen ein und derselben Mitteilung
zwei verschiedene Zahlen zuordnen bzw. daf3 ein und dieselbe Person ein
und derselben Mitteilung in verschiedenen Zeitpunkten verschiedene
Zahlen zuordnet. Letzteres etwa bei der Mitteilung ,,Es sei x eine Zahl aus
der Menge X ...“ wenn es sich um verschiedene Mengen bzw. um ver-
schiedene Beweise handelt.

Diese mogliche Mehrdeutigkeit prinzipiell aller Mitteilungen der
Universalschrift scheint zunichst einen starken Einwand gegen die Brauch-
barkeit des Konzeptes der Universalschrift zu bedeuten. Diesem Einwand
kann jedoch durch eine Erginzung des Konzeptes der Universalschrift
Rechnung getragen werden. Fiir die spiteren Uberlegungen reicht es vollig
aus vorauszusetzen, dafl es eine bestimmte Person gibt, bzw. daf eine
bestimmte Person denkbar ist, fir die in einem bestimmten Zeitpunkt
durch eine Mitteilung eine Zahl eindeutig beschrieben wird. Mitteilungen,
die keiner denkbaren Person in keinem denkbaren Zeitpunkt eine Zahl
beschreiben, brauchen nicht betrachtet zu werden. Man iiberlegt sich aller-
dings leicht, daf es in keinem Zeitpunkt zulissig wire, aufgrund dieser
Uberlegung eine Mitteilung fiir alle Zeitpunkte auszuschalten. Wohl aber
wire es fir den Autor dieser Zeilen im Zeitpunkt der Niederschrift zulis-
sig, die Mitteilung, die nur aus einem weiflen Elementarquadrat besteht,
auszuschlieen, da sie im Zeitpunkt der Niederschrift fiir ihn keine Zahl
beschreibt.

Gegenstand der folgenden Uberlegungen wird vor allem die eindeu-
tige Zuordnung von Zahlen zu Mitteilungen sein. Da eine solche eindeutige
Zuordnung grundsitzlich nur fiir eine bestimmmte Person und fiir einen
bestimmten Zeitpunkt moglich erscheint, mufs das Konzept der Universal-
schrift so erweitert werden, da} fiir jede Person und fiir jeden Zeitpunkt
eine eigene komplette Universalschrift zur Verfiigung steht. Zur Kenn-
zeichnung einer Mitteilung aus diesem erweiterten Konzept ist daher die
Kennzeichnung der Mitteilung aus der urspriinglichen Universalschrift zu-
ziiglich der Kennzeichnung der Person und des Zeitpunktes, in dem diese
Person die Mitteilung liest (oder lesen Koénnte) notwendig.

Um dies zu ermdglichen, fithren wir sogenannte Raum-Zeit-Elemente
ein. Als Raum-Zeit-Element bezeichnen wir einen Wiirfel mit der Seiten-
linge der Elementarlinge und mit der Dauer der Elementarzeit. Fiir jede
denkbare Person und fiir jeden denkbaren Zeitpunkt, in dem diese Person
eine Mitteilung liest, gibt es dann mindestens ein Raum-Zeit-Element, das
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dieser Person und der Zeitspanne des Lesens der Mitteilung zugeordnet
werden kann. Dies folgt einfach daraus, daf jede Person einen Raum
einnimmt, der grofer ist als ein Wiirfel mit der Seitenlidnge der Elementar-
linge und jedes Lesen einer Mitteilung eine Zeitspanne benétigt, die gro-
Ber ist als die Elementarzeit.

Es ist daher stets moglich, zwei verschiedene Personen, die die selbe
Mitteilung lesen oder auch einer Person, die die selbe Mitteilung in zwei
verschiedenen Zeitpunkten liest, zwei verschiedene Raum-Zeit-Elemente
zuzuordnen. Umgekehrt ist durch die Angabe eines Raum-Zeit-Elementes
héchstens eine Person und hdchstens ein Lesevorgang bestimmt.

Wir bilden nun eine erweiterte Universalschrift, indem wir jedem
Raum-Zeit-Element einen kompletten Satz von Mitteilungen der urspriing-
lichen Universalschrift zuordnen.

Es bedarf keiner weiteren Erorterung, daf sich die Raum-Zeit-
Elemente abzihlbar anordnen lassen. Die erweiterte Universalschrift ent-
hilt zu jedem Raum-Zeit-Element jede Mitteilung genau ein Mal. Es
konnen daher auch die Mitteilungen der erweiterten Universalschrift ab-
zdhlbar angeordnet werden.

Man kann sich die Mitteilungen aus der erweiterten Universalschrift
zusammengesetzt denken aus einer urspriinglichen Bildschirmmitteilung,
erginzt um die Kennziffer des Raum-Zeit-Elementes in der abzihlbaren
Anordnung dieser Raum-Zeit-Elemente.

In gewissem Sinne ist allerdings auch die erweiterte Universalschrift
in der urspriinglichen Universalschrift enthalten. Die urspriingliche Univer-
salschrift enthilt nédmlich zu jeder Mitteilung M auch diese Mitteilung,
erginzt um den Satz ,,Diese Mitteilung ist dem Raum-Zeit-Element Nr. . . .
zugeordnet.* Beschrinkt man sich in der Universalschrift auf jene Mit-
teilungen, die eine derartige Erginzung enthalten, wobei an die Stelle der
vier Punkte der Erginzung der Reihe nach alle natiirlichen Zahlen zu
setzen sind, dann erhalt man nud_mehr Mitteilungen, die durch ihren
letzten Satz einem Raum-Zeit-Element zugeordnet sind, wie dies in der
erweiterten Universalschrift gefordert wird.

4. Die Universalanordnung

Die Universalschrift ermdglicht in ihrer erweiterten Form eine An-
ordnung von Denkobjekten, insbesondere von reellen Zahlen, nach neu-
artigen Gesichtspunkten. Da die Mitteilungen der erweiterten Universal-
schrift abzdhlbar angeordnet werden kénnen, kénnen alle jene reellen Zah-
len, die durch eine Mitteilung der Universalschrift eindeutig beschrieben
werden, abzihlbar angeordnet werden. Da die Universalschrift aber auch
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Mitteilungen enthilt, deren Bedeutung erst in ferner Zukunft — oder auch
in ferner Vergangenheit — und durch véllig unbekannte und gegenwirtig
nicht befragbare Personen enthiillt werden kénnte, kann eine derartige
Anordnung in keinem Zeitpunkt auch nur beliebig weit vervollstindigt
werden.

Eine Anordnung von reellen Zahlen nach den hier dargelegten
Grundsitzen enthilt aber jedenfalls alle reellen Zahlen, die sich prinzipiell
in irgendeinem Zeitpunkt durch irgendeine Person in Form irgendeiner
endlichen, aber beliebig umfangreichen Mitteilung darstellen lassen.

Etwas allgemeiner gilt dies fir alle Objekte unseres Denkens. Die
abzihlbare Anordnung der Mitteilungen der erweiterten Universalschrift
ermoglicht es, alle Objekte unseres Denkens, die in irgendeinem Zeitpunkt
fiir irgendeine Person durch irgendeine Mitteilung eindeutig beschrieben
werden konnen, abzihlbar anzuordnen. Aus diesem Grunde soll jede
Anordnung von Objekten aufgrund einer Anordnung der Mitteilungen der
erweiteren Universalschrift als Universalanordnung bezeichnet werden.

Etwas formaler kann eine Universalanordnung folgendermafien
beschrieben werden. Es gelte:

l,,...“ PtMleeine Person P ist in einem Zeitpunkt t bereit, aufgrund
der Mitteilung M die Aussage ,,. . .““ als wahr zu bezeich-
nen.

Beispielsweise kann als Mitteilung M eine Mitteilung der Gestalt:

XK= Oa A, alfa, €(0,1,2345, 6,7,8,9), als Person der Autor der
vorhegenden Arbelt als Zeitpunkt ein Zeitpunkt aus dem fiir das Schrei-
ben dieser Arbeit notwendigen Zeitintervall und als Aussage ,,..." = ,x
ist eine Dezimalzahl zwischen O und 1 gewahlt werden.

Wir wollen nun eine Universalanordnung von Elementen x einer be-
stimmten Menge X vornehmen. Beispielsweise sei x eine beliebige Dezimal-
zahl zwischen 0 und 1 und X die Menge aller Dezimalzahlen zwischen O
und 1. Die Aussage ,,x € X* bedeutet daher, da8 x eine in dieser Universal-
anordnung enthaltene Dezimalzahl zwischen O und 1 ist. Fir die Universal-
anordnung der Dezimalzahlen zwischen 0 und 1, UA(DZ), gilt daher:
VVleeX Pt M|+ x ist eine Dezimalzahl zw1schen 0 und 1 aus UA(DZ).
UA(DZ) enthilt also auch Elemente x, die von einer Person P irgendein-
mal falschlich (irrtiimlich oder absichtlich) als der Menge X zugehorig
bezeichnet werden. Es geniigt sogar die grundsitzliche Bereitschaft von P,
diese Zugehorigkeit als wahr zu bezeichnen. In UA(DZ) kénnen daher
auch Elemente auftauchen, deren Definition falsch bzw. sogar in sich
w1derspruchsvoll ist. Behauptet etwa eine Person P in irgendeinem Zeit-
punkt t,'daB durch die Mitteilung

,die grofte reelle Zahl kleiner als 1/2 und grofer als 3/4%
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eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 beschrieben wird, dann wird in UA(DZ)
fiir das durch M fiir Pin t beschriebene Objekt ein Platz reserviert, wenn auch
weder der Autor dieser Arbeit noch wahrscheinlich je irgendein Leser die
Meinung von P in t teilen wird. Die hier definierte Mitteilung M muf
natirlich in Form einer quadratischen Bildschirmmitteilung vorgestellt
werden.

Die Frage, welche in einer Universalanordnung angeordneten Objekte
tatsdchlich sinnvoll definiert sind, soll und kann hier nicht gepriift werden.
Wir halten aber fest, daB jedes fiir eine konkrete Person in irgendeinem
Zeitpunkt t konkret oder potentiell durch irgendeine Mitteilung M ein-
deutig beschriebene Objekt jedenfalls in der Universalanordnung enthalten
ist und alle Objekte der Universalanordnung abzihlbar angeordnet sind. Es
ist aber prinzipiell nicht méglich, in irgendeinem Zeitpunkt allgemein,
d. h. fiir alle Personen P und fiir alle Zeitpunkte t, zu entscheiden, welche
Objekte der Universalanordnung der Dezimalzahlen zwischen O und 1 tat-
sichlich Dezimalzahlen zwischen 0 und 1 sind. Da die Menge der Objekte
dieser Universalanordnung sicher nicht kleiner ist als die Menge der in
dieser Universalanrodnung enthaltenen Dezimalzahlen zwischen 0 und 1,
folgt daraus, daf die M4chtigkeit der Menge der Dezimalzahlen zwischen O
und 1 aus der Universalanordnung nicht gréfer ist als die Michtigkeit der
Menge der natiirlichen Zahlen.

5. Die Problematik des Cantor’schen Beweises der Uberabzihlbarkeit

Wir betrachten nun die Universalanordnung aller Dezimalzahlen zwi-
schen 0 und 1. Diese Anordnung enthilt also genau jene Dezimalzah-
len zwischen O und 1, die in irgendeinem Zeitpunkt fiir irgendeine Person
durch irgendeine Mitteilung eindeutig beschrieben werden. Wir heben her-
vor, dafd diese Art der Anordnung Begriffe wie Sprache, Metasprache usw.
vermeidet und lediglich auf das Verhalten einer Person beim Lesen einer
Mitteilung in einem bestimmten Zeitraum abgestellt ist.

Offenbar sind alle Dezimalzahlen aus dieser Universalanordnung
abzihlbar angeordnet.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie weit diese Universalanordnung
,»vollstindig* ist, wie weit sie also ,,alle Dezimalzahlen zwischen 0 und 1
enthilt.

Um diese Frage zu behandeln, teilen wir die Dezimalzahlen zwischen
0 und 1 in zwei Klassen. Klasse | enthilt alle Dezimalzahlen aus der oben
beschriebenen Universalanordnung, Klasse 2 alle iibrigen Dezimalzahlen.
Wir interessieren uns vor allem fiir diese Klasse 2 und halten fest, dafd die
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Annahme von Dezimalzahlen in Klasse 2 an sich zu keinem Widerspruch
fiihrt. Wie weit ist aber eine solche Annahme sinnvoll?

Zunichst enthilt Klasse 2 sicher keine ,,beschreibbaren‘ Zahlen,
wenn man ,,beschreibbar als ,,durch eine Mitteilung der Universalschrift
beschreibbar“ versteht: Wie steht es aber nun mit der bekannten Can-
tor’schen Diagonalzahl aus dem Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 nach Cantor? Dieser Beweis kann bekanntlich
folgendermafien gefiihrt werden:

Es sei
a, =04, ,a a
1 11107 & iy ca
a,=0'a, a a
2 aarhggs = = aflgpe o s
a_ =042 .a a
n n1°“n2’ SRR T R

eine abzihlbare Anordnung der Dezimalzahlen zwischen O und 1. Nun
bilde man eine Dezimalzahl

D=0, e D s
mit

b, =ltre, #1

und b o=lfira, 7l

Offenbar gilt A\b#a wegen Ab-7a_ . Da b eine Dezimalzahl zwischen

O und 1 ist, folgt daraus die Unvolistindigkeit der Anordnung.

Wie weit kann die Cantor’sche Beweisfithrung bei Zugrundelegung
der Universalanordnung noch aufrecht erhalten werden?

Die Cantor’sche Diagonalzahl b ist zweifellos in Form einer endlichen
Mitteilung beschreibbar. Legt man eine konkrete Anordnung von Dezimal-
zahlen a ,a,, ..., zugrunde, dann ist durch eine Mitteilung, welche diese
Anordnung so wie das Konstruktionsprinzip von b beschreibt, eine kon-
krete Dezimalzahl zwischen O und 1 beschrieben. Die konkrete Anord-
nung ist durch die in dieser Arbeit dargelegte Universalanordnung be-
schrieben unter der Voraussetzung, dafs — was nur der Einfachheit halber
nicht vorgenommen wurde — eine konkrete Anordnung der Raum-Zeit-
Elemente gewihlt wird.

An den Leser dieser Arbeit wird nun die Frage gestellt, ob durch b
eine Dezimalzahl zwischen O und 1 beschrieben wird. Verneint er diese
Frage, dann ist fir ihn im Zeitpunkt des Lesens dieser Arbeit der Can-
tor’sche Beweis der Uberabzihlbarkeit bzw. der Beweis der Unvollstindig-
keit der Universalanordnung gescheitert, denn dann ist eben fiir jhn im
Zeitpunkt des Lesens b keine Dezimalzahl zwischen O und 1. Bejaht er
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hingegen diese Frage, dann gibt es also eine Person, nimlich den Leser, fiir
den in einem bestimmten Zeitpunkt, ndmlich einem beliebigen Zeitpunkt
aus dem fiir das Lesen notwendigen Zeitintervall, eine Mitteilung, nimlich
die vorliegende Darstellung, eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1, nimlich
b, eindeutig bezeichnet. Damit ist aber per definitionem b eine Zahl aus
Klasse 1. Die b beschreibende Mitteilung fithrt zusammen mit dem durch
den Leser festgelegten Raum-Zeit-Element zu einem fiir b reservierten
Platz in der Universalanordnung. Dann gibt es aber nach Definition der
Anordnung ein n mit b = a_. Nun beruht die Definition von b einerseits
auf der Definition der Anordnung und andererseits auf der Definition der
einzelnen b . Aus diesen beiden Definitionen folgt aber

Vb, =a_ ab Fa.

und dies ist ein Widerspruch. Die Behauptung, durch b in der hier defi-
nierten Form werde eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 beschrieben, fiihrt
daher zu einem Widerspruch und darf somit vom Leser nicht aufgestellt
werden.

Der Widerspruch in der Cantor’schen Beweisfithrung konnte deshalb
herbeigefithrt werden, weil in der Universalanordnung grundsitzlich fiir
alle Mitteilungen und fiir alle Raum-Zeit-Elemente ein Platz reserviert ist,
der genau dann besetzt wird, wenn fiir eine Person in einem Zeitpunkt
durch eine Mitteilung ein entsprechendes Denkobjekt, hier eine Dezimal-
zahl zwischen 0 und 1, eindeutig beschrieben wird. Der sonst die Unvoll-
standigkeit der Anordnung beweisende Widerspruch fiihrt fiir die hier
gewiahlte Anordnung zu einem Widerspruch in der Definition der Diago-
nalzahl. Damit ist der Beweis der Unvollstindigkeit der Universalanord-
nung mifigliickt.

In analoger Weise 143t sich zeigen, daf bei Zugrundelegung der Uni-
versalanordnung auch fiir andere Elemente als fiir Dezimalzahlen zwischen
O und 1 der Beweis der Uberabzihlbarkeit durch Konstruktion eines in der
Universalanordnung angeblich nicht enthaltenen Elementes zu einem
Widerspruch in der Definition dieses Elementes fiihrt.

6. Die Abzihlbarkeit aller Denkobjekte

Mit Hilfe der Universalanordnung kann zwar gezeigt werden, daf® die
Definition eines angeblich neuen Elementes einen Widerspruch enthilt,
doch fiihrt die Annahme von Dezimalzahlen der Klasse 2 an sich noch zu
keinem Widerspruch. Das gleiche gilt fiir eine analoge Klasseneinteilung
beliebiger Denkobjekte. Alle Objekte unseres Denkens, insbesondere aber
Objekte der Mathematik, lassen sich in Klasse 1 oder Klasse 2 einordnen,
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je nachdem, ob in irgendeinem Zeitpunkt fiir irgendeine Person irgendeine
Mitteilung dieses Denkobjekt eindeutig beschreibt oder nicht. Die An-
nahme der ,,Existenz‘ (in welchem Sinne immer) von Denkobjekten der
Klasse 2 fithrt an sich zu keinem Widerspruch. Sie ist jedoch nicht sehr
sinnvoll, wie folgende einfache Uberlegung zeigt.

Angenommen, wir sprechen von Dezimalzahlen zwischen 0 und 1,
die in der Universalanordnung nicht enthalten sind, also der Klasse 2
zugehoren. Wir haben zur Kenntnis genommen, daf} die Konstruktion
einer derartigen Zahl — wie z. B. nach Cantor — nicht moglich ist, aber wir
nehmen an, ,es gibt* solche Dezimalzahlen aus Klasse 2. Es zeigt sich nun,
dal wir von diesen Dezimalzahlen zwar als Menge sprechen kénnen, sie
sich jedoch in keiner Weise isolieren lassen. Wollte man mit ihnen Mathe-
matik treiben, dann miifite man Sitze bilden konnen wie: ,,Es sei x eine
Dezimalzahl zwischen 0 und 1 aus Klasse 2 .. .“ Es muf nun fir irgend-
eine Person in irgendeinem Zeitpunkt sinnvoll sein, diese Zahl x als Dezi-
malzahl zwischen 0 und 1 zu betrachten. Damit ist sie aber bereits durch
diese Mitteilung ,,beschrieben*. Sie kann in diesem Fall sogar fiir beliebige
Personen beschrieben werden, etwa durch einen Satz der Gestalt: ,,Die
Zahl, die die Person . . . im Zeitpunkt . . . aus Klasse 2 ausgewihlt hat.*

Es zeigt sich also, daf zwar die Annahme von Zahlen oder allge-
meiner von Denkobjekten der Klasse 2 zu keinem Widerspruch fiihrt, hin-
gegen jeder Versuch, ein Element aus Klasse 2 isoliert zu betrachten, es
auszuwihlen, ja sogar nur an dieses Element als einzelnes Objekt zu den-
ken, zu einem Widerspruch in der Annahme fiihrt, es handle sich um ein
Objekt der Klasse 2. Die Unmoglichkeit, dieses Element auch nur gedank-
lich als Einzelobjekt zu betrachten, folgt unmittelbar aus der Moglichkeit,
eine Mitteilung zu bilden: ,,Das Element, an das die Person . . . im Zeit-
punkt . . . gedacht hat®.

Es ist daher nicht sinnvoll, von der ,,Existenz* von Denkobjekten der
Klasse 2 zu sprechen.

Schluftbemerkungen

Man kann sich nun die Frage vorlegen, inwieweit aus den vorstehen-
den Ausfiihrungen Aussagen iber Mathematik gewonnen werden konnen.
Dabei ist vor allem auf die Tatsache Bedacht zu nehmen, daf die Objekte
der Universalanordnung abzihlbar angeordnet werden konnen. Wir gehen
nun von dem Satz aus, dal die Machtigkeit des Kontinuums grofer ist als
die Michtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen. Nun teilen wir die
Menge der reellen Zahlen, der offenbar die Machtigkeit des Kontinuums
zukommt, in zwei Klassen. In Klasse 1 fassen wir alle jene reellen Zahlen
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zusammen, die im Sinne von Ziffer 2 in der Universalschrift ,,beschrieben*
werden konnen. Dabei beriicksichtigen wir, dafl im Sinne von Ziffer 3
auch die ,,erweiterte Universalschrift* in der Universalschrift enthalten ist.
In Klasse 2 fassen wir alle iibrigen reellen Zahlen zusammen. Da die durch
die Universalschrift beschreibbaren Zahlen abzihlbar angeordnet werden
konnen, und zwar in der Universalanordnung nach Ziffer 4, ist die Menge
der reellen Zahlen aus Klasse 1 sicher nicht von grofierer Machtigkeit als
die Menge der natiirlichen Zahlen. Da weiters alle natiirlichen Zahlen in
Form einer Bildschirmmitteilung gemif Ziffer 1 beschrieben werden
konnen, ist die Menge der reellen Zahlen aus Klasse 1 gleich michtig der
Menge der natiirlichen Zahlen.

Fir den Mathematiker stehen nun die ein Kontinuum bildenden re-
ellen Zahlen grundsitzlich alle in gleicher Weise zur Verfiigung, d. h. wenn
ein Mathematiker Sitze bildet, die mit den Worten: ,,Es sei x eine reelle
Zahl . . . beginnen, dann kann x grundsitzlich jede beliebige reelle Zahl
sein. Es ist also insbesondere gleichgiiltig, ob x aus Klasse 1 oder aus Klasse
2:dst.

In Ziffer 6 wurde aber dargelegt, daf Zahlen, die an irgendeinem Ort
und in irgendeinem Zeitpunkt durch die Worte: ,Es sei x eine reelle
Zahl . . .* beschrieben werden, eben durch diese Beschreibung, also eben
dadurch, daf} an irgendeinem festen Ort und in irgendeinem festen Zeit-
punkt an sie gedacht wird, da® sie also Denkobjekt sind, zu Denkobjekten
der Klasse 1 werden, bzw. im Sinne unserer Ausfiihrungen in diesen
Schlu3bemerkungen zu reellen Zahlen der Klasse 1 werden. Der Mathema-
tiker, der mit reellen Zahlen arbeitet, kann dies also nur, wenn er sich auf
reelle Zahlen der Klasse 1 beschrinkt, also auf reelle Zahlen aus einer
Menge mit der Méchtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen.

Die Annahme, ,es gibt“ reelle Zahlen der Klasse 2, oder anders aus-
gedriickt, es gibt aufler den abzihlbar vielen reellen Zahlen der Klasse 1
noch reelle Zahlen aus einer Menge von reellen Zahlen, deren Michtigkeit
grofler als die Méchtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen ist, fithrt fiir
sich allein zu keinem Widerspruch. Nur kann mit solchen ,,Zahlen* eben
keine Mathematik betrieben werden, weil sie sich im Sinne von Ziffer 6
einer isolierten gedanklichen Erfassung entziehen und insbesondere fiir sie
Sitze der Gestalt: ,,Es sei x eine reelle Zahl der Klasse 2 . ..* zu einem
Widerspruch fiihren, da gerade durch die Méglichkeit, einen solchen Satz
zu bilden, die reelle Zahl per definitionem zu einer reellen Zahl der Klasse
1 wird.

Damit ist gezeigt, wie aus den vorstehenden Ausfithrungen eine rele-
vante Aussage fiir die Mathematik gewonnen werden kann.

Der Gegensatz zur ,,scholastischen* Mathematik, in der Sitze wie:
,,Bs sei x eine reelle Zahl der Klasse 2 . . .* sinnvoll sind, beruht letztlich
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darauf, daf auch Mathematik nur in Raum und Zeit betrieben werden
kann, daf mathematische Sitze nur in Raum und Zeit formuliert und
gedacht werden konnen, eine Voraussetzung, die in die scholastische
Mathematik nirgends eingeht.

Prof. Dr. K.-H. Wolff

Leiter des Instituts

fiir Versicherungsmathematik
der Technischen Universitit
Gusshaus-Str. 25-29

A-1040 Wien
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Uber eine Universalschrift

von K.-H. WoLrrr, Wien

Einleitung

In der Mengenlehre wird eine Voraussetzung stillschweigend als er-
fiillt angesehen, die fiir wichtige Aussagen wesentlich ist, aber nicht immer
erfiillt sein muf. Es handelt sich um die Annahme, dag es stets moglich ist,
zu jeder beliebigen vorgegebenen Menge ein weiteres Element hinzuzufii-
gen. Auf dieser Annahme beruht etwa die Moglichkeit, von Mengen belie-
biger Machtigkeit zu Mengen hoherer Michtigkeit aufzusteigen.

Im folgenden fithren wir eine sogenannte Universalschrift ein, deren
wichtigste Eigenschaft darin liegt, daB in ihr auch Ort und Zeitpunkt
beriicksichtigt sind, an und in dem die Schrift gelesen wird. Eine mit Hilfe
dieser Universalschrift beschriebenen Menge kann nun nicht mehr ohne
weiteres stets, also ,jederzeit®, erweitert werden, da Ort und Zeitpunkt
der Erweiterung in der Universalschrift zum Ausdruck gebracht werden
miissen. Die Menge aller in der Universalschrift beschreibbaren Objekte
kann daher nicht mehr erweitert werden. Da auch gezeigt wird, daf
die Menge aller in der Universalschrift beschreibbaren Objekte ab-
zdhlbar angeordnet werden kann, versagen die Beweise iiber die Existenz
von Mengen iiberabzéihlbarer Machtigkeit. Dies li8t sich insbesondere am
Beispiel der Menge der rellen Zahlen zeigen.

1. Die Bildschirmmitteilung

Eine wesentliche Eigenschaft von Aussagen der Geisteswissenschaften
und der Mathematik ist es, daf sie in schriftlicher Form dargestellt werden
konnen. Diese Eigenschaft, der ansonsten nur mehr oder weniger prak-
tische Bedeutung zukommt — wissenschaftliche Arbeiten werden ja iib-
licherweise in schriftlicher Form veréffentlicht — wird in die folgenden
Uberlegungen wesentlich eingehen. Aus diesem Grunde wird durch die
folgende Einfiihrung einer ,,Universalschrift* eine gewisse Ordnung in die
Menge der schriftlichen Aussagen gebracht.

Wir beschrinken uns auf soiche schriftliche Aussagen, die im Prinzip
auf einem ausreichend grofen Fernsehbildschirm dargestellt werden
konnen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden quadratische
,,Bildschirmmitteilungen‘‘ betrachtet.
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Eine Bildschirmmitteilung ist ein Raster aus nn Elementarquadraten.
Jedes Elementarquadrat hat die Seitenlinge 1/10 mm und ist entweder
weifs oder schwarz. n durchlduft die Menge aller natiirlichen Zahlen.

Fiir n = 1 gibt es offenbar genau zwei Bildschirmmitteilungen. Da die
Mitteilung in diesem Fall aus einem einzigen Elementarquadrat besteht,
kann dieses nimlich entweder weifd oder schwarz sein. Fir n = 2 gibt es 16
solche Bildschirmmitteilungen. In diesem Fall besteht die Bildschirmmit-
teilung aus 4 Quadraten, von denen jedes weifl oder schwarz sein kann,
also insgesamt 2* Moglichkeiten.

Es ist leicht einzusehen, daf jede schriftliche Mitteilung in Form
einer derartigen Bildschirmmitteilung dargestellt werden kann, da solche
Mitteilungen aus Buchstaben, Zeichen und sonstigen Symbolen bestehen,
die durch schwarze Elementarquadrate der Seitenlinge 1/10 mm auf wei-
fem Grund mit geniigender Genauigkeit dargestellt werden konnen. Die
Menge { M } aller derartigen Bildschirmmitteilungen M kann nun leicht
abzihlbar angeordnet werden, indem man in jeder Mitteilung einem weiflen
Elementarquadrat die Ziffer 1 und einem schwarzen Elementarquadrat die
Ziffer 2 zuordnet und jeder Mitteilung jene Zahl zuordnet, die man erhalt,
wenn die Einser und Zweier zeilenweise gelesen werden. Aus der abzahl-
baren Anordnung der so erhaltenen Zahlen ergibt sich eine abzdhlbare An-
ordnung der Mitteilungen.

Man kann sich nun jede Mitteilung realisiert denken als ein quadra-

n

tisches Stiick Papier der Seitenldnge {; mm, dessen Oberfliche mit weillen
1

bzw. schwarzen Elementarquadraten der Seitenlinge o mm bedeckt ist.
Die Menge dieser Mitteilungen, ein unendlicher Sto3 von immer grofer
werdenden Papierstiicken, enthilt in einem gewissen Sinne ,.alle* Mittei-
lungen. Beispielsweise enthilt er simtliche bereits geschriebenen, aber
auch simtliche in Zukunft noch zu schreibenden wissenschaftlichen Arbei-
ten. Auch die vorliegende Arbeit kommt in der Menge dieser Mitteilungen
vor, und zwar sogar unendlich oft, denn durch eine Verdoppelung, Ver-
dreifachung usw. der Mitteilungen vom Mafie n? auf das Maf} (2n)?, (3n)?
usw. bleibt der Sinn der Mitteilung — soferne keine absoluten Maf3stibe
auftreten — unveriandert, ebenso wie der Sinn eines Satzes von der Grofe
der verwendeten Buchstaben unabhingig ist.

Es erscheint daher von einem gewissen Standpunkt aus berechtigt,
die Menge der Mitteilungen als ,,Universalschrift zu bezeichnen.

2. Die Universalschrift

Die Universalschrift eignet sich insbesondere zur Beschreibung belie-
biger Objekte unseres Denkens. Dazu gehoren auch alle jene Objekte, die
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Gegenstand mathematischer Untersuchungen sind. Wir wollen uns hier auf
reelle Zahlen beschrinken, aber gleich an dieser Stelle anmerken, daR die
fiir reelle Zahlen im folgenden angestellten Uberlegungen prinzipiell fiir
alle Objekte unseres Denkens gelten.

Reelle Zahlen lassen sich auf verschiedene Weise in der Universal-
schrift darstellen. So bezeichnet etwa ,,1¢, eins®, ,,g“ usw. die Zahl 1.
Sicher sind alle endlichen natiirlichen Zahlen, aber auch alle endlichen
Dezimalzahlen in der Universalschrift darstellbar.

Bleiben wir im Bereich der reellen Zahlen, dann kann die Frage der
Darstellbarkeit einer Zahl in der Universalschrift nur bei unendlichen Dezi-
malzahlen problematisch erscheinen. Die Grofie der Mitteilungen M, also
die Seitenldnge {5 mm der quadratischen Mitteilung, ist zwar unbegrenzt,
aber jedenfalls endlich. Auf einem derartigen endlichen Quadrat 148t sich
aber nur eine endliche Menge von Schriftzeichen unterbringen. Die Dezi-
malzahl 0333 ..., als unendliche Dezimalzahl angeschrieben, ist in der
Universalschrift nicht darstellbar. Der Leser dieser Zeilen weif aber be-
reits, dafl es sich um die Dezimalzahl 03= 1/3 handelt, obwohl ihm nur
eine endliche Mitteilung, ndmlich der bisherige Teil dieser Arbeit, vorliegt.
Dies offenbar deshalb, weil auch unendliche Dezimalzahlen in endlicher
Form angeschrieben werden konnen, wobei wir vorldufig die Frage, ob
und in welchem Sinn ,,alle* Dezimalzahlen in endlicher Form dargestellt
werden kénnen, noch offenlassen.

Als weiteres Beispiel filhren wir zunichst die Zahl e, die Basis der
natiirlichen Logarithmen, an, die etwa in der Form

e= Xz L

n=0""
dargestellt werden kann, wobei wir bemerken, daf die Bedeutung des
Summenzeichens sowie der Summierung bis ins Unendliche ebenfalls
durch eine endliche Mitteilung in der Universalschrift erklart werden kann.

Aber auch nicht berechenbare Zahlen koénnen in der Universalschrift
dargestellt werden, wie etwa die unendliche Dezimalzahl 0’0(l 86, ...,
wobei a, =0, wenn die Gleichung a” + b" = c” eine ganzzahlige Losung in
a, b und c besitzt, und «, = 1 sonst. Obwohl diese Zahl méglicherweise
unberechenbar ist, 148t sie sich doch definieren und in der Universalschrift
darstellen.

Aber in der Universalschrift lassen sich Zahlen auch noch wesentlich
allgemeiner und unbestimmter definieren, ohne daf die Eindeutigkeit die-
ser Definition darunter leidet. So beginnen etwa mathematische Beweise
mit der Formulierung: ,,Es sei x eine Zahl aus der Menge X .. .“. Im
weiteren Verlauf des Beweises wird mit diesem x so wie mit einer tatsich-
lichen Zahl gerechnet, ohne daf® x niher spezifiziert wird. Trotzdem ist es
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fiir jeden Leser dieses Beweises klar, daf es sich bei x um eine feste, fiir die
Dauer der Beweisfiihrung jedenfalls unverinderliche Zahl handelt. Durch
die oben erwihnte Beschreibung: ,Es sei x eine Zahl aus der Menge
X ...* wird fir die Dauer der Beweisfilhrung eine Zahl eindeutig ausge-
wiahlt, ohne daf sie jedoch néher bestimmt wiirde! .

Allen diesen Darstellungen von Zahlen durch Mitteilungen aus der
Universalschrift ist gemeinsam, daf fiir den Leser der Mitteilung im Zeit-
punkt des Lesens (die Bedeutung des Heraushebens des Lesers und des
Zeitpunktes des Lesens wird spiter noch erldutert) dieser Mitteilung eine
Zahl eindeutig zugeordnet ist. Um die verschiedenen Ausdriicke, wie Be-
schreibung, Darstellung, Definition usw. zu vereinheitlichen, wollen wir im
folgenden die Sprachregelung treffen, daf eine Zahl durch eine solche
Mitteilung eindeutig ,,beschrieben wird.

Tatsachlich lesbare Mitteilungen sind nicht nur endlich, sondern auch
beschrinkt, da es einer Person im Laufe ihres zeitlich beschriankten Lebens
nur moglich ist, dem Umfang nach beschrinkte Mitteilungen zu lesen.
Trotzdem wird man behaupten diirfen, dafl etwa die Zahl 101" wenig-
stens prinzipiell als Dezimalzahl angeschrieben werden kann. Da die Mit-
teilungen der Universalschrift nur als endlich, nicht aber als beschrankt
vorausgesetzt sind, findet sich eine Beschreibung der Zahl 1020®nicht nur
in der hier verwendeten Form, sondern auch als Dezimalzahl in der Uni-
versalschrift, und zwar — wie bereits erwdhnt — sogar unendlich oft. Die
Universalschrift enthilt offenbar sowohl die aktual anschreibbaren Zahlen
als auch die nur potentiell anschreibbaren Zahlen, die aus Griinden der
Endlichkeit, etwa der auf der Erde zur Verfiigung stehenden Masse, nicht
tatsichlich angeschrieben werden kénnen.

3. Die erweiterte Universalschrift

Die Bedeutung eines Schriftzeichens bzw. allgemeiner eines Symbols
héangt von der verwendeten Schrift, von der verwendeten Sprache ab. Viel-
leicht bedeutet das Zeichen ,,1“ bzw. das Wort ,.eins* einmal etwas véllig
anderes, so wie fiir jemanden, der der chinesischen Sprache nicht machtig
ist, die Schriftzeichen dieser Sprache entweder keine Bedeutung haben
oder eine andere als fir einen Chinesen. Um nun auch die Méglichkeit

1 Hier, wie in jedem anderen Fall, in dem von einer , Beschreibung durch eine Mit-
teilung der Universalschrift gesprochen wird, denken wir uns die Beschreibung auf
ein quadratisches Papier vom Ausmaf einer Bildschirmmitteilung geschrieben, und
zwar entweder schwarze Schrift auf weiem Grund oder weile Schrift auf schwar-
zem Grund. Die Schriftzeichen miissen grofy genug gewéhlt werden, um aus Elemen-
tarquadraten (Seitenlinge 1/10 mm) zusammengesetzt werden zu kdnnen.




